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A matematikai eldfeltevések hianya miatt a klasz-
terelemzés rugalmasan alkalmazhato tobbféle adatba-
zis esetén, tovabba a klaszterezés megfeleldségének
kérdése is sok szempontbol kozelitheté meg. Jelen ta-
nulmany az optimalis klaszterszam meghatarozasaval,
valamint a kiilonb6z6 modszerek konzisztenciajaval
foglalkozik. A gyakran alkalmazott ,konyok-" és a
sziluettmodszert homogén és heterogén adatbazisok
esetében hasonlitja 0ssze a szerzd. A gyakorlat szem-
pontjabdl fontos eredmény, hogy mindkét eljaras ese-
tén jelentds kiilonbség van az alkalmazott kétféle adat-
bazis kozott: a heterogén adatbazisnal az optimalis
klaszterszam egyértelmiibben megtalalhatd, és ennek
értékét a dimenzidszam (a valtozok szama) csak kis-
mértékben befolyasolja. A tanulmany eredményei
alapjan arra lehet kovetkeztetni, hogy a dimenzidszam-
tol fliggetleniil mindkét modszer egyforman jol alkal-
mazhatd az adatbazis heterogenitisanak felderitésére,
¢és a klaszterszam-meghatarozas soran is csak kis kii-
16nbségek tapasztalhatok.
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A kvantitativ kutatdsok soran gyakran felmeriil a kérdés, hogy vannak-e az
adatbazisban egymastol elkiiloniilé csoportok (klaszterek). Erre a kérdésre nagy
(2-nél tobb valtozot tartalmazo) adatbazisoknal dltalaban nem egyszeri a vizualizalt
adatok megtekintése alapjan valaszolni, de a helyes valasz megtalalasa jelentds elo-
nyoOkkel jarhat (példaul, ha sikeriil olyan fogyaszt6i szegmenst talalni, amely részére
jovedelmezden lehet értékesiteni valamely terméket). A klaszterelemzés mint tanitd
nélkiili (unsupervised) modszer (Kovacs—Legdany—Babos [2006]) pontosan az ilyen
tipusu kutatasi kérdéseknél alkalmazhato, a tobbdimenzids csoportok megtalalasahoz
nyujthat hatékony segitséget. Jelen tanulmany f6 kérdése, hogy mas-mas modszerek-
kel szdmolva mennyire konzisztensek az optimalis klaszterszdmra vonatkozd ered-
mények kiilonbozé  feltételek esetén (példaul eltér6 heterogenitasu és
dimenzionalitast adatbazisoknal).

A klaszterelemzésnek altalaban nincsenek matematikai eléfeltevései (példaul a
valtozok eloszlasara vonatkozoan), ezért az eredmények ,,josaganak™ mérésére sincs
egyetlen optimalis indikator. Az eredmények értékelése soran altalaban a kohézio
(a klaszteren beliili kdzelség) és a szeparacio (a klaszterek kozotti tdvolsag) szem-
pontjait szokas figyelembe venni (Mur et al. [2016]). Az altalanosan alkalmazhatd
,J0sagi” mutatoszam kialakitdsat az is neheziti, hogy nagyon sokféle klaszterezési
moédszer van; a gyakran alkalmazott nemhierarchikus és hierarchikus (diviziv vagy
agglomerativ) klaszterelemzésen beliil is szdmos algoritmus valaszthatd az elemzés-
hez (Liang et al. [2012]). Ezenkiviil a szakirodalom is folyamatosan boviil, az 1j
moédszerek fejlesztésekor az egyik fontos szempont példaul a szamitdsi gyorsasag
(Zhou—Xu [2018], Kolesnikov—Trichina—Kauranne [2015], Tirnauca et al. [2018]).

A klaszterezési algoritmusok eredményeinek értékelésekor a klasztervaliditas el-
nevezést szokas alkalmazni (Charrad et al. [2014]), amely a szakirodalom (példaul
Charrad et al. [2014]) alapjan 3 szempontbdl vizsgalhatd: a kiilsé kritériumok esetén
a klaszterelemzés eredményét egy kiilsdleg adott csoportositashoz lehet hasonlitani, a
belsd kritériumokndl a klaszterezési eljaras soran létrejott illeszkedési adatok ele-
mezhetdk, a relativ kritériumok tekintetében pedig egy adott klaszterezési eredményt
egyéb (azonos algoritmussal, de mas paraméterekkel szamolt) klaszterezési eredmé-
nyekkel lehet Osszevetni. A relativ kritériumos klasztervaliditasi vizsgalatok kozé
tartozik a klaszterszamvaltozas eredményekre gyakorolt hatasanak felmérése is.

A klaszterszam kivalasztasa a klaszterelemzés egyik kozponti és nem kizardlag
matematikailag megoldhat6 feladata. A szakirodalom (példaul Simon [2006]) alapjan
a klaszterszamra vonatkozoan lehet eldzetes vagy elméleten alapuld feltevés, illetve
egyéb megfontolasok (példaul a hierarchikus klaszterelemzésnél a dendrogram) se-
githetik a klaszterszamvalasztast, példaul a relativ kritériumos klasztervaliditési in-
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dexek (Charrad et al. [2014]). A sokféle, elméletileg kiszamolhat6 klasztervaliditasi
index kozott nincs olyan, amelyik minden szempontbdl ,,jobb” lenne, mint a tobbi, a
gyakorlati elemzésekben is sokféle mutatészdm fordul eld. A tanulmany tovabbi
fejezeteiben a ,klaszterkonyok-" (példaul Deb—Lee [2018], Paternina et al. [2018],
Estiri—-Omran—Murphy [2018], Natale—Carvalho—Paulrud [2015], Lino et al. [2019])
és a sziluettmodszerrel (példaul Zhou—Xu [2018], Lord et al. [2017], Bhargavi—
Gowda [2015], Fujita—Takahashi—Patriota [2014]) foglalkozunk, amelyek viszony-
lag gyakran szerepelnek a klasztervaliditasi indexeket dsszehasonlitd vizsgalatokban,
ugyanakkor hangstlyozni kell, hogy nagyon sok egyéb mutatészam is elemezhetd
lenne. A konyok- és sziluettmodszer fontossagat jelzi, hogy néhany elemzés kiemel-
ten foglalkozik ezek eredményeivel (példaul Yahyaoui—-Own [2018], Masud et al.
[2018]). Vizsgalatunkban e két moddszer Gsszehasonlitisa — egyetlen mutatoszam
elemzése helyett — amiatt lehet elényos, mert a klasztervaliditasi indexeken alapul6
megolddsoknal nem garantdlhatod, hogy a kiilonb6z6 klaszterezési algoritmusok és
adatstrukturak esetében az eredmény konzisztens lesz (Masud et al. [2018]). A sok-
féle mutatdszam egyiittes attekintése helyett e két, széleskorlien ismert és alkalma-
zott modszer 0sszehasonlitasa, elsdsorban terjedelmi okok miatt lehet elonyos.

A tanulmanyban szimulacioval eléallitott adatbazisok alapjan szamitott eredmé-
nyeket hasonlitunk 6ssze a konyok- és sziluettmddszer segitségével. Az optimalis
klaszterszam a konyokmodszernél az abrazolt értékek nagymértékii meredekség-
valtozasa (példaul Kovdcs [2014] 80.0ld.), a sziluettmddszernél pedig az atlagos
sziluettérték maximuma alapjan azonosithatd (Rousseeuw [1987]). Mivel a klaszter-
elemzési algoritmusok konkrét eredményei altaldban nem vezethetk le matematikai
moédszerekkel, ezért a szimulacidval eldallitott adatbazisok elemzése gyakran szere-
pel a szakirodalomban (példaul Zhou-Xu [2018], Estiri-Omran—Murphy [2018],
Lord et al. [2017], Bhargavi-Gowda [2015], Kothari—Pitts [1999], Fang—Wang
[2012], Fujita—Takahashi—Patriota [2014], Hardy [1996], Zhang et al. [2017], Yu—
Liu—Wang [2014]).

Elemzésiink hasonlit a kordbbi szakirodalomhoz a szimuldcidés modszertan al-
kalmazasa miatt, valamint a homogén és heterogén adathalmazok 6sszehasonlitdsa
sem ritka (példaul Fujita—Takahashi—Patriota [2014], Hardy [1996]). A sajat 1j
klaszterez6 modszereket bemutatd tanulmanyokhoz képest az egyik kiilonbség, hogy
minddssze két, a korabbi szakirodalombol ismert konyok- és a sziluettmodszer tulaj-
donsagait hasonlitjuk 0ssze egy kivalasztott hierarchikus klaszterelemzési eljardssal
(amely azonban viszonylag hasonld tobb mas klaszterezési algoritmushoz). A nem 1ij
modszereket bemutatd, hanem elsdsorban a meglévok tulajdonsagainak leirdsara
fokuszalod szakirodalomhoz (példaul Charrad et al. [2014], Kovdcs—Legany—Babos
[2006]) képest kiilonbség, hogy a dimenzionalitds hatdsa az elemzésiink egyik o
témaja. A tanulmanyban az optimalis klaszterszam lehetséges definicidit az 1. fejezet
foglalja 0ssze, a 2. fejezetben talalhatok a sajat szamitasok eredményei, a kdvetkezte-
téseket a 3. fejezet 6sszegzi.
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1. Az optimalis klaszter szam definicidja

A klaszterszam-meghatarozas legfontosabb jellemzdje, hogy nincs olyan mutato-
szam, amely minden esetben alkalmazhat6 lenne. A klaszterelemzés soran a kutatod
hozhat dontést, hogy melyik klaszterszamhoz tartozik a legjobbnak tekinthetd meg-
oldas (példaul olyan kutatds, amelyben van elézetes vagy elméleten alapuld feltevés
az elérend6 klaszterszamrol) (Simon [2006]). Amikor a klaszterek szama nem elére
adott az elemzésben, sok modszer segitheti a klaszterszam kivalasztast. Kisebb adat-
bazisok hierarchikus klaszterelemzésénél alkalmazhato lehet példaul a dendrogram
(Simon [2006], Dobos—Michalko—Novaky [2017], Rencher—Christensen [2012]
413. old.), és szamos egyéb mutatészam is rendelkezésre all. A gyakorlatban a
klasztervaliditas kritériumai koziil gyakran vélasztjak a relativ mutatoszamokat, ami-
kor valamely klasztervaliditasi index értékei 6sszehasonlithatok, és az optimalis érték
(illetve az index értékhez kapcsolodd egyéb megfontolds és szamitas eredménye)
utalhat a ,legmegfelelobb” klaszterszamra. Néhany kivalasztott klasztervaliditasi
index jellemzdit Charrad et al. [2014] alapjan az 1. tablazat foglalja 6ssze.

Az 1. tablazatban szerepl6 indexek esetében Charrad et al. [2014] tartalmazza a
képleteket és az indexeket részletesen leird tanulméanyok bemutatasat, a kovetkezok-
ben ezeket az indexeket az optimalis klaszterszam meghatarozasanak modjara foku-
szalva hasonlitjuk 0ssze.

1. tablazat

Klasztervaliditasi indexek és az optimalis klaszterszam meghatarozdasa

Klasztervaliditasi index A megfeleld klaszterszam jellemzdje

Calinski—Harabasz-index Maximalis érték

. A legkisebb klaszterszam, amelynél az index nagyobb vagy
Duda—Hart-index o
egyenld, mint egy meghatarozott érték

. A legkisebb klaszterszam, amelynél az index kisebb vagy
Pseudo #-index o ] o
egyenld, mint egy meghatarozott érték

C-index Minimum érték
Gamma-index Maximum érték
Beale-index F eloszlashoz hasonlitva hatarozhaté meg
CCC-index Maximalis érték
Pontbiszerialis korrelacio Maximalis érték
Gplus-index Minimum érték
Davies—Bouldin-index Minimum érték

(A tablazat folytatasa a kévetkezd oldalon.)

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 5. szém 421-438. oldal



Klaszterszdm-meghatarozdasi médszerek dsszehasonlitdsa 495

(Folytatas.)

Klasztervaliditasi index

A megfeleld klaszterszam jellemzdje

Frey—Van Groenewoud-index

Hartigan-index
Tau-index
Ratkowsky—Lance-index

Scott—Symons-index
Marriot-index

Ball-Hall-index

A klasztereken beliili ,,pooled”
kovarianciamatrix nyoma

A klasztereken beliili szorodasi
(dispersion) matrix nyoma

Friedman—Rubin- [1967] cikkb6l
az egyik index

Friedman—Rubin- [1967] cikkb6l
a masik index

McClain—Rao-index

Krzanowski—Lai-index

Sziluettindex
Gap-index

D-index

Dunn-index
Hubert—Arabie-statisztika
SD-index

SDbw-index

Egy szamolt hanyados értékének 1 ala csokkenése alapjan
szamolhato

Hierarchiaszintek koz6tti maximalis tavolsag alapjan szamolhato

Maximalis érték

Maximalis érték

Hierarchiaszintek kozotti maximalis tavolsag alapjan szamolhato

Egymast kovetd szintek kozotti maximalis tavolsag alapjan
szamolhato

Szintek koz6tti maximalis tavolsag alapjan szamolhat
Szintek koz6tti maximalis tavolsag alapjan szamolhatd
A masodik kiilonbségértékek maximuma

Ertékek kozotti maximalis tavolsag alapjan szamolhatd

Szintek kozotti masodik tavolsadgok minimuma alapjan
szamolhato

Minimum érték

Maximalis érték

Maximalis érték

A legkisebb klaszterszam, amelynél a gap-értékek kozotti
kiilonbségre adott 6sszefliggés teljesiil

A klaszterezési ,,haszon” minimalizalasaval szamolhato

Maximalis érték

Masodik kiilonbségértékek alapjan szamolhatd

Minimum érték

Minimum érték

Forrds: Sajat szerkesztés Charrad et al. [2014] alapjan.

A Kklasztervaliditasi indexek kozott fontos kiilonbség lehet, hogy néhanyuk csak

hierarchikus klaszterelemzésben alkalmazhato, példaul az 1. tablazatban ez jellemzo
a pseudo - és a Frey—Van Groenewoud-indexre. A klasztervaliditasi indexek alkal-
mazasakor az optimalis klaszterszam esetében gyakran a klaszterszam fiiggvényében
valtozo6 valamely érték minimumat vagy maximumat keressiik, erre az 1. tdblazatban
is szamos példa talalhatd. A klasztervaliditasi indexek Osszefligghetnek statisztikai
hipotézisvizsgalattal is, a Beale-index esetében példaul az egyetlen klaszter meglété-
re vonatkozo (statisztikai) nullhipotézis elfogadasa vagy elvetése F-closzlasu teszt-
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statisztikaval vizsgalhatd, és az elemzés soran kiilonbozd klaszterszdmokat lehet
figyelembe venni (Charrad et al. [2014]). Az 1. tdblazatban nem emlitett mutato-
szamok kore is széles, a klaszterezés megfeleloségének értékelésénél alkalmazhatod
példaul a Vargha—Borbely [2017] altal emlitett modositott Xie—Beni-index (amely
azt mutatja meg, hogy mennyivel kisebb az atlagos tavolsag a sajat klaszter kozép-
pontjatol, mint az egymashoz legkdzelebbi két klaszter tavolsaga).

A Kklaszterelemzés ,,josdganak™ két fontos jellemzdje a kohézio, valamint a szepa-
racid (Mur et al. [2016]), és mindkettd sokféleképpen mérhetd. Az egyik lehetséges
megkdzelitésben a mérésnél a klasztereken beliili és klaszterek kozotti ,,sz6rddasi”
(példaul kovariancia-) matrixok alkalmazhatok. Az 1. tdblazatban szereplé mutatd-
szamok koziil tobb is kapcsolodik ezekhez a matrixokhoz, példaul a Calinski—
Harabasz-index szamitasaban mindkét szorddasi matrix szerepet jatszik, de vannak
olyan mutatoszamok (példaul a Duda—Hart-index) amelyeknek a szamitasahoz csak a
klaszteren beliili szordédasi matrix sziikséges. Néhany mutaté nem kozvetleniil ezek-
bol a matrixokbol szamithatd, érdekes példaul a pontbiszerialis korrelacio, amely a
kezdeti tavolsagmatrix és egy ennek megfeleld, 0 és 1 értékeket tartalmazd matrix
elemeibdl allithato elé (a matrixban az ugyanolyan klasztertagsagra 1 értékkel utal-
va) (Charrad et al. [2014]).

A klasztervaliditasi indexek, illetve az optimalis klaszterszam meghatarozasahoz
alkalmazhatd mutat6szamok kore nagyon széles, az 1. tablazatban szereplé indexeken
kiviil is sokféle mutatdoszam szerepel a gyakorlati szamitasokban. Kadlecsik [2013] a
kétfazisu klaszterezés soran, a valtozok normalis eloszlasat feltételez6 loglikelihood
tavolsagmérték és Schwarz-féle bayesi informacids kritérium segitségével a modell
altal ,,javasolt” klaszterszamot alkalmazza elemzésében. Yu—Liuv—Wang [2014] egy Uj
klasztervaliditast értékeld fliggvényt és egy olyan hierarchikus klaszterezési algorit-
must mutatnak be, amely automatikusan megall a tokéletes klaszterszamnal.
Chakraborty—Das [2018] olyan algoritmust irnak le, amely szimultan médon foglalko-
zik a klaszterszam megtalalasaval és a kiilonbozo valtozokhoz sulyok rendelésével.
Shen et al. [2005] dinamikus validitasi indexet mutatnak be, Fang—Wang [2012] pedig
bootstrap modszerrel hatarozzak meg a klaszterezési instabilitast, és a becsiilt klaszte-
rezési instabilitdst minimalizald klaszterszamot valasztjak az elemzésben. Kiilonbzd
klasztermindségi mutatoszamok dsszehasonlitasahoz kapcsolodoan Vargha—Bergman—
Takacs [2016] arra is felhivjak a figyelmet, hogy a klaszterezés eredményeinek megfe-
leléségénél érdemes azt is vizsgalni, hogy ,,igazi” klaszterstruktirarol van-e szo. Var-
gha—Bergman—Takdcs [2016] ezen vizsgalathoz a MORI- (measure of relative
improvement — relativ megfelel6ség mértéke) mutatészamot javasoljak, amely a valodi
¢és szimulacidkkal (fiiggetlen valtozokkal) eldallitott adatokkal szdmithato klasztermi-
ndségi mutatdszdmok Osszevetésével hatdrozhaté meg.

Az optimalis klaszterszam kivalasztasa soran a kiilénb6z6 indexek szamitdsa né-
ha elegendd, mas esetekben az egyéb megfontolasok kiegészitd eredményt jelente-
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nek. Kosztyan—Telcs—Torok [2015] példaul inhomogenitasi index minimalizalasaval
hataroztak meg a klaszterek szdmat, mig Nezdei—Alpek [2018] a klaszterszdm meg-
hatarozasakor a Calinski—Harabasz- és a Duda—Hart-index értékeit is kiszamitottak,
valamint az értelmezhetéséget és a klaszterek elemszamait is figyelembe vették.

A klaszterelemzés folyamatosan fejl6do szakirodalmaban a klaszterezés ,,josaga-
nak” szempontjairdl is sz6 van. Lee—Olafsson [2013] a klasztermindség egy uj jel-
lemzdjeként mutatja be a diszkonnektivitast, amely elemzésiikben kiegésziti a korab-
bi szakirodalomban elterjedt kompaktsagi szempontokat a klaszterszam meghatéaro-
zésa soran. Lee—Olafsson [2013] megallapitasa szerint tobb kompaktsagi mutatoszam
(példaul a ,,gap”) esetében a klaszterszdm meghatarozas egy kompaktsagi abran
konyokpont keresésével fligg 0ssze, olyan modon, hogy a kompaktsadgi mutatoszam
értéke monoton csokken a klaszterszam névekedésekor igy, hogy bizonyos klaszter-
szam felett mar ,,laposabb” az abrazolt fliggvény. Elemzésiikben a kompaktsagi és
diszkonnektivitasi szempontok egyiittes figyelembe vételével Lee—Olafsson [2013] is
koényokpont keresésével foglalkoznak.

Az 1. tablazatban felsorolt indexek kozott a ,klaszterkonyok-mutatoszam™ ilyen
néven nem szerepel, bar ez a klaszterszam meghatarozasi modszer is nagyon elterjedt.
Zhang et al. [2017] megallapitjak, hogy a megfeleld klaszterszam keresésekor néhany
mddszer esetén valamely értékeld fliggvényt szokas késziteni, amelynél a vizszintes
tengelyen a klaszterszdm, a fliggéleges tengelyen pedig az adott fliggvény értékei sze-
repelnek, és ezen az abran egy ,,térdet”, illetve ,,konyokot” szokas keresni. Zhang et al.
[2017] elgondolasuk hasonld: az értékelé fliggvény a klasztereken beliili variancia
(amely monoton csokkend), a helyes klaszterszamnak pedig a fliggvény ,,térdénél”
szerepld értéket tekintik. A konyok csokkend fiiggvényen keresése a klaszterszam
meghatarozasakor elterjedt a szakirodalomban (példaul Lino et al. [2019], Deb—Lee
[2018], Paternina et al. [2018]). Lino et al. [2019] ugy vélik, a konyokkritérium amiatt
alkalmazhat6, mert a klaszterszam fiiggvényében a megmagyarazott varianciat elemzi.
A konyokkritérium tehat nem kotédik szorosan egy adott értékeld fiiggvényhez, inkabb
gyakran egy olyan szemlélet alkalmazasat jelenti, amely esetén a klaszterszam akkor
megfeleld, ha mar eléggé nagy a magyarazott variancia. Azonban ez a meghatarozas
sem teljesen atfogd, mivel a szakirodalom egy részében (példaul Sajtos—Mitev [2007]
308. oldal) a konyokkritérium alapjan gy hatarozhatdo meg a klaszterszam, hogy a
hierarchikus klaszterelemzésnél a konyok keresése azon az abran torténik, amelyen a
vizszintes tengelyen az 0sszevonasi 1épések sorszama, a fliggéleges tengelyen pedig az
Osszevonasokhoz tartozo egyiitthatok értékei szerepelnek. Az 1. tablazatban szerepld
mutatészamok koziil a gap-index kapcsolatban van az elterjedt ,klaszter-
konyokmodszerrel”, Estiri-Omran—Murphy [2018] szerint a gap-modszer a konyok-
mddszer szerinti 0sszehasonlitdsokat standardizalja.

A konyokmodszert Estiri-Omran—Murphy [2018] tigy definidljak, hogy ebben az
esetben a teljes klaszteren beliili négyzetdsszeg értékét szamitjak (és abrazoljak)
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kiilonbozd klaszterszamokra, és az optimalis klaszterszam az, amelyiknél ezen az
abran egy ,,térd” talalhato. Yahyaoui—Own [2018] ehhez hasonldan irja le a kdnyok-
mobdszert, azt is kiemelve, hogy a teljes klaszteren belilli négyzetosszeg az Osszes
objektumnak a klasztercentroidjatol vald tavolsagai négyzetének Osszegeként sza-
mithato. A szakirodalomban elterjedt konyokmodszer-definiciokban (példaul Estiri—
Omran—Murphy [2018], Yahyaoui-Own [2018], Masud et al. [2018]) a
klaszterkonyokdbra gyakran csokkend, azonban van masfajta megkozelités is.
Kovdcs ([2014] 62. old.) leirasa alapjan a klaszterkonyok abrazoldsahoz eldszor két
klaszteres esetben szorasfelbontdé (ANOVA [analysis of variance — varianciaanali-
zis]) tablazatban ellendrizziik a klaszterelemzésben szerepld valtozok megkiilonboz-
tetd erejét, és ha a valtozokra vonatkoz6 F-statisztika értékei megfeleléen alacso-
nyak, akkor ketténél tobb klaszter esetében is Osszehasonlitjuk az eredményeket.
A klaszterkdnyok abrazolasakor a klaszterazonositoknal és a klaszterelemzésben
szerepld valtozoknal (figyelembe véve, hogy a valtozok gyakran standardizaltak)
ANOVA segitségével Osszegezziik a valtozokra szamolt kiils6 eltérések négyzetdsz-
szegét, valamint a teljes eltérések négyzetdsszegét, és e két 0sszeg hanyadosait abra-
zoljuk a klaszterszam fiiggvényében, a grafikonon pedig egy ,.konyokértéket” kere-
siink. A Kovdcs ([2014] 62. old.) altal leirtak alapjan készithetd klaszterkonyokabra a
klaszterszam fliggvényében monoton ndvekvd, de a klaszterszam-kivalasztas e mod-
szer esetében hasonld szemléletli, mint a monoton csdkkend konydkabranal (példaul
Estiri—-Omran—Murphy [2018], Yahyaoui—Own [2018]). A tovabbiakban a konyok-
moédszernél a Kovdcs ([2014] 62. old.) altal leirtak alapjan késziilt szamitasokat al-
kalmazzuk.

A klaszterkdonyok meghatarozasa kapcsan (példaul Estiri-Omran—Murphy
[2018]) két fontos probléma adddhat: egyrészt az eljards ,,szamitasintenziv” (ami
miatt nagy adatbazisoknal viszonylag lassan szamithatok az eredmények), masrészt a
konyokpont megtalalasa olykor nehézségekbe iitkdzik, hiszen az dbran nem mindig
rajzolodik ki a konyok alakzat (Masud et al. [2018]).

A szakirodalomban a koényokmodszeren kiviil sokféle mutatdészam terjedt el a
klaszterszam kivalasztasahoz kapcsolodoan, ezek koziil a tovabbiakban a
(Rousseeuw [1987]) altal leirt sziluettmddszerrel foglalkozunk. A sziluettérték min-
den elemre (,,megfigyelésre”, ,,objektumra”) szamithatd (Rousseeuw [1987]):

b —a;

max(ai, bl-)

b

5=

ahol az a; érték az i-dik eset (,,megfigyelés”, ,,objektum”) sajat klaszteren beliili mas
esetektdl valo atlagos tavolsagat mutatja, a b; érték pedig ugy szamithatd, hogy eld-
szOr az adott elem mas klaszterekbeli elemektdl vett atlagos tavolsagat hatarozzuk
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meg minden mas klaszterre kiilon, aztdn ezen értékek koziil a minimalis b; értéket
vesszilk. Rousseeuw [1987] a sziluettmddszer definidldsakor hangsulyozza, hogy a
tavolsag értékek ardny mérési szinten mértek (ratio scale), példaul az euklideszi ta-
volsag arany mérési szintlinek tekinthetd. Az optimalis klaszterszam az az érték,
amely esetében az atlagos sziluettérték maximalis (Rousseeuw [1987]), és ha a
sziluettérték 1-hez kozeli, akkor a klaszterezés eredménye meglehetdsen jonak te-
kinthetd.

A sziluett képletébdl jol lathatd, hogy az adatbazisban minden esetre kiilén sza-
molt értékrdl van szo, és a klaszterek ,,kdz0s” tulajdonsdgai nincsenek figyelembe
véve a szamitasok soran. Zhou—Xu [2018] ezt a modszer hidnyossaganak tekintik, és
irasukban egy olyan klasztervaliditasi indexet mutatnak be, amely néhany esetben a
sziluettmodszer gyorsabb alternativajanak tekinthetd.

A tovabbiakban a kdnyoOk- €s a sziluettmodszert alkalmazzuk. Az empirikus sza-
mitasok soran elsésorban annak a kérdésnek a megvalaszolasara toreksziink, hogy a
két modszer eredményei kiilonbozé dimenzionalitdsu adatbazisokban mennyire te-
kinthet6k konzisztensnek.

2. Szimuléacios adatokkal szamolt eredmények

Az optimalis klaszterszdmra vonatkozé eredmények altaldban nem vezethetdk le
matematikai képletekkel, ezért a kdvetkezdkben a szimulacioval eldallitott adatbazi-
sokat elemezziik, amelyre gyakori példat talalunk a szakirodalomban (példaul Zhou-
Xu [2018], Estiri-Omran—Murphy [2018], Lord et al. [2017], Bhargavi-Gowda
[2015], Kothari—Pitts [1999], Fang—Wang [2012], Fujita—Takahashi—Patriota
[2014], Hardy [1996], Zhang et al. [2017], Yu—Liu—Wang [2014]). A tanulmanyban
viszonylag nagyméretli adatbazisok jellemzdivel foglalkozunk: 1000 eleme van a
homogén €s 3000 a heterogén (3 csoportot tartalmazd) adatbazisnak. E méretek miatt
a szamitasok iddigénye is viszonylag nagy. A klaszterek optimalis szdmanak kiva-
lasztasa soran figyelembe vessziik a szakirodalomban emlitett egyik hiivelykujjsza-
balyt a klaszterek maximalis elemszamarol: n elem esetében a maximalis klaszter-

szam ,/n/2 (Kovdcs [2014] 62. old.). Ennek alapjan az 1000 elemnél
\1000/2= 22,36 lehetne a maximalis klaszterszam, ezért a klaszterszamokat

2 és 23 kozott vessziik figyelembe a szamitasok soran. A heterogén adatbazisnal
ennél nagyobb klaszterszdm adodna a hiivelykujjszabaly alapjan, de a homogén
adatbazissal valo O0sszehasonlitas miatt a heterogén adatbazisnal is 23 a legnagyobb

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 5. szém 421-438. oldal



430 Szile Borbdla

klaszterszam. Ez a maximalis klaszterszamvalasztas a szamitasok iddigényessége
szempontjabol is elény0s, ezenkiviil az elemzésben a heterogén adatbazisnal 3 a
csoportok szama, ezért a 23-nal nagyobb klaszterszamoknal az eredményeknek nincs
igazan jelent0s informacidtartalma olyan szempontbol, hogy megfigyelhet6-¢ a 3
mint optimalis klaszterszam.

A szakirodalom alapjan (példaul Hajdu [2003] 122. old.) néhany esetben az
outlierek kizéarasa lenne javasolhatd, a tanulmanyban ezzel a feladattal nem foglalko-
zunk. A szimulécioval eldallitott adatbazisoknal nem minden esetben nagy az elem-
szam, vizsgalatunkban ez a feltételezés elsOsorban amiatt szerepel, hogy az eredmé-
nyek lehetéleg ne néhany egyedi adatra vonatkozzanak, illetve csdokkenjen a kiugrd
értékek befolyasolo hatasa. E célok teljesiilését segitheti el6 az is, hogy a szimulaci-
oval eléallitott adatokat p dimenzios ,,gombok™ alkotjak (esetiinkben p 2 és 8 kozotti,
a ,,gomb” kifejezés pedig arra utal, hogy a valtozok elméletileg korrelalatlannak
tekinthetdk). A ,,gombstruktura” azzal fliigg 0ssze, hogy az adatok szimulacidja soran
a normalis eloszlas nagy szerepet kap. A p =2 esetében eldallitott adatbazisokat az
1. abra szemlélteti. Erdemes megemliteni, hogy a gyakorlati adatbazisokban altala-
ban nem tapasztalhaté a valtozok kozotti korrelalatlansag, ez a feltételezés az elem-

zésben minddssze a minél attekinthetobb eredmények szamitasa érdekében szerepel.

1. abra. Szimulacioval eléallitott adatok p = 2 esetén

a) Homogén adatbazis b) Heterogén adatbazis
4,0 12,0
3,0, 10,0
2004 80
6,0
1,0 - ’
4,0 -
—Sg— o 0 - — l
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-1,0
x, —70 . . .
e -5,0 ,0 5,0 10,0 15,0
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350 —4,0
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X, X,

A normalis eloszlas feltételezése a szakirodalomban példaul Fujita—Takahashi—
Patriota [2014] irasaban szerepel, ahol mindegyik szimulacidval eldallitott adathal-
maz 100 olyan megfigyelésbdl all, amelyeket kétvaltozos normalis eloszlasu soka-
sagbol szarmazonak lehet tekinteni (a feltételezések szerint a kovarianciamatrix az
egységmatrix). Jelen tanulmanyban a valtozok korrelalatlansaganak feltevése hason-
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lit a Fujita—Takahashi—Patriota [2014] éltal alkalmazotthoz, a normalis eloszlasra
vonatkozéan ugyanakkor a vizsgalatunkban mindossze azt feltételezziik, hogy
a p dimenzidés gdmboknél a valtozok peremeloszlasa normadlis, a tobbdimenzids
normalis eloszlas tesztelésével nem foglalkozunk.

Az elemzésben minden dimenziészamhoz (2 és 8 dimenzid kdzott) egy homogén
és egy heterogén adatbazist allitottunk eld. A homogén adatbazisnal minden dimen-
710 (szimuldcidval eldallitott valtozd) esetében a normalis eloszlds varhato értéke 0,
az elméleti szorasa 1 volt (a valtozok elméleti fiiggetlenséget feltételezve). A hetero-
gén adatbazis a feltételezések szerint 3 csoportbdl (p dimenzids ,,gomb”) allt, és az
adatok eléallitasara egyenként — a homogén adatbazishoz hasonlé modon, de részben
mas paraméterekkel — keriilt sor: a normalis eloszlashoz tartozo elméleti szoras érté-
ke egységesen 1, az elméleti varhat6 érték pedig 0, 3,5 és 7 volt mindegyik dimenzio
(szimulacidval eldallitott valtozd) esetében. E feltevések alapjan a heterogén adatba-
zisban nem volt egymastol tokéletesen elkiiloniilé a 3 csoport, bar meglétiik egyér-
telm az 1. abra alapjan. A heterogén adatbazis hasonlit Zhang et al. [2017] tanul-
manyukban szerepld egyik adatbazisra (bar Zhang et al. [2017] elemzésében a valto-
z0k szoérasa a 2 dimenzios adatbazisban nem egyenld a 3 csoportban). A szakiroda-
lomban az is eléfordul, hogy a szimulacioval eldallitott adatbazisok kdzott homogén
és heterogén adatbazisok is vannak, Fujita—Takahashi—Patriota [2014] irasaban
példaul az egyik (szimulacioval eléallitott) adatbazis egyklaszteres (vagyis homo-
génnek tekinthetd), valamint Hardy [1996] tanulméanyaban is szerepel homogén és
heterogén adathalmaz egyarant. A homogén adathalmazok jellemzdinek vizsgalata
tobbek kozott amiatt lehet érdekes, mert néhany modszer akkor is jelezheti csoportok
jelenlétét, amikor ténylegesen nincsenek az adatbazisban (Hardy [1996)).

Elemzésiink hierarchikus klaszterelemzéssel késziilt. Mivel a szimulacioval el6al-
litott valtozok ardny mérési szintlinek tekinthetdk, ezért az elemek kozotti tdvolsag
mérésére az euklideszi tavolsagot alkalmaztuk, az 6sszevonast pedig a legtavolabbi
szomszéd modszerrel hajtottuk végre. Simon [2006] alapjan a legtavolabbi szomszéd
modszer a tértagito eljarasok kozé tartozik. Kovdcs ([2014] 56. old.) szerint a tértagi-
to6 hatas arra utal, hogy a hierarchikus klaszterezési algoritmus alkalmazasakor vala-
mely 1épésben inkabb j klaszterek képzddnek, és nem a meglevokhoz kapcsolodnak
ujabb elemek. Simon [2006] megallapitasa, hogy a legtavolabbi szomszéd mddszer-
nél a klaszterek 6sszevonasa a legtavolabbi pontok alapjan torténik, és az a két klasz-
ter vonhat6 0ssze, amelyeknek a legkisebb a tavolsaga. Ezzel a mdodszerrel nagyjabol
hasonlé nagysagu csoportok képezhetok. A valasztott klaszterezési algoritmus
(a legtavolabbi szomszéd modszer és az euklideszi tdvolsag alkalmazasa) jelen elem-
zésben megfelelonek tekinthetd, hiszen az nem feltételezhetd, hogy sok egyelemii
klaszter képzddne, hanem hasonld méretii csoportok varhatok (hasonléan a heterogén
adatbazishoz, amelyben a tényleges csoportok egyenldé méretiiek). A szimulacidval
l1étrehozott adatbazisainkban a valtozok standardizalt valtozata szerepelt, a klaszter-
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elemzési és sziluettértékekkel kapcsolatos szamitasok az SPSS programmal késziil-
tek (IBM Corporation Released 2017. IBM SPSS Statistics for Windows, Version
25.0. Armonk, New York). A Fliggelékben talalhat6 leirds (2 dimenzids példakon
keresztiil) az elemzés soran alkalmazott adatbazisok struktirajat és a kiillonb6zo
klaszterszam esetén szamolhatd eredményeket illusztralja. Ezek az adatbazisok
(mivel ezekben elméletileg mindegyik szimulacidval eléallitott érték valtozhat) nem
pontosan ugyanazok, amelyek a konyokabra és a sziluettértékek szamitasanal szere-
pelnek, ugyanakkor a nagy elemszadm miatt feltételezhetd a hasonlosaguk.

Elsésorban a dimenzionalitas hatdsdnak elemzésével toreksziink hozzéjarulni a
korabbi szakirodalomhoz (példaul Vargha—Bergman—Takdcs [2016] mutattak ra,
hogy a valtozok szama jelent6sen befolyasolhatja a klaszterelemzés eredményeit).
Az elemzésekben a dimenziészam (vagyis az elemzésekben szerepld valtozok sza-
ma) 2 és 8 kozott valtozik, és a klaszterkonyokértéket, valamint a sziluettértékeket is
kiilonb6z6 dimenzidszam esetében hasonlitjuk 6ssze a homogén és heterogén adat-
bazisban. A klaszterkdnyok-szamitdssal kapcsolatos eredményeket a 2. dbra foglalja
Ossze, az atlagos sziluettértékek (a klaszterszam fiiggvényében) pedig a 3. abran
talalhatok.

2. abra. A klaszterkonyok-szamitas eredményei

a) Homogén adatbazis b) Heterogén adatbazis
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A klaszterkdnyok-szamitasok a Kovdcs ([2014] 62. old.) altal leirtak alapjan ké-
sziiltek, vagyis az abran az értékek monoton névekedok, és az 1-hez kozeli értékek
utalnak a klaszterezés jo eredményére. A sziluettszamitasoknal is az 1-hez kozeli
érték utal arra, hogy az adott klaszterszam mellett jonak tekinthet a klaszterezés.
Ennél pontosabban altalaban nem lehet meghatarozni a josag feltételét, a szakiroda-
lom minddssze néhany mutatdészam esetében utal konkrétabb értékre. Simon [2006] a
konyokpont-kritériumnal arra utal, hogy a klaszterszam fiiggvényében abrazolni
lehet, mikor csokken jelentdsen a belsé varianciadsszeg, és ha nincs jelentds ugras
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(vagyis nincs konydk), akkor egy hiivelykujjszabaly alapjan az 50-50 szazalékos
belsd és kiils6 varianciaaranyt érdemes figyelembe venni. Vargha [2016] megallapi-
tasa alapjan sikeres osztalyozés esetén a mutatdszam (a megmagyarazott variancia-
arany, amit ugy lehet definidlni, hogy Osszevetjiik az adott osztalyozas
Osszheterogenitasat és a lehetd legnagyobb Gsszeheterogenitast) eléri a 0,65 értéket.

A tanulmanyban a klaszterkonyokkel kapcsolatos szamitasokban a 2.a) dbran a leg-
nagyobb értékek a legkisebb dimenzidészamhoz (p = 2 esethez) tartoznak, és nagyobb
dimenzidszamnal altalaban kisebbek a klaszterkdnyokértékek. A 2.b) abra azt mutatja,
hogy dimenzidészamtol fiiggetleniil nagyjabol ugyanolyan a klaszterkonyokérték,
ugyanakkor az is lathatd, hogy nagyobb dimenzidszam esetén pontosabban kirajzolod-
nak a konyokpontok, mint 2 dimenziot (valtozot) véve, ahol ezek azonositdsa nem
annyira egyértelmil. Ez az eredmény szemlélteti az Estiri-Omran—Murphy [2018] altal
emlitett problémat, mivel kizarolag a klaszterkonyokabra értelmezése alapjan (a tény-
leges csoportszamot figyelmen kiviil hagyva) akar 5 is lehetne a valasztott optimalis
klaszterszam, mikdzben a tényleges csoportszam az adatbazisban 3.

A homogén és heterogén adatbazis kiilonbségei a klaszterkdnydkabran nagyon jol
felismerhetOk, azonban ebben az esetben is figyelemre mélto, hogy alacsony dimenzid-
szamnal kizardlag az abra alapjan (amikor az elemzésben szerepld valtozok szama 2),
optimalis megoldasként jo valasztasnak tlinhet a 8 klaszter, ennyi klaszter esetében az
abrazolt értékek is viszonylag magasak. Ez az eredmény a Hardy [1996] altal leirt
problémat szemlélteti, vagyis hogy néhany esetben a klaszterszdm-valasztashoz alkal-
mazott médszer akkor is jelezheti csoportok jelenlétét, amikor azok ténylegesen nin-
csenek az adatbazisban (vagyis homogén az adatbazis).

3. dbra. Atlagos sziluettértékek a klaszterszam fiiggvényében

a) Homogén adatbazis b) Heterogén adatbazis
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0,8 -
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0,6 -
0,5 -
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0.2 -
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Klaszterszam Klaszterszam

Az atlagos sziluettértékek esetében az eredmények hasonlok a klaszterkonyok-
moédszerrel meghatarozottakhoz, ezért a tanulmany egyik f6 kérdésére az a valasz
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adodik, hogy az elemzésben szereplé adatbazisoknal a klaszterkonyok- és a
sziluettmodszer eredményei konzisztensnek tekinthet6k. A sziluettmodszernél is
teljesiil az (ami a klaszterkonyokmodszer esetében megfigyelhetd volt), hogy a ho-
mogén €s a heterogén adatbazisoknal szamolt eredmények nagymértékben kiilon-
boznek, és az eredményeket a dimenzionalitds (az elemzésben szerepld valtozok
szama) is befolyasolja, bar ennek hatdsa nem tekintheté nagymértékiinek.
A sziluettmddszer esetében a legkisebb dimenzidszdmnal (amikor az elemzésben
szerepld valtozok szdma 2) a mddszer altal optimalis klaszterszamként azonosithatd
érték (az elemzésben szerepld adatbdzisban 2) nem egyezik meg a tényleges csopor-
tok szamaval a heterogén adatbazist tekintve (ebben az adatbazisban 3). A homogén
adatbazis esetében az atlagos sziluettértékeknél nem talalhatdo olyan kiemelkedd
maximalis érték, ami az abran egyértelmiien optimalis klaszterszamként lenne azo-
nosithato, €s az is megfigyelhetd, hogy a homogén adatbazisnal a legkisebb dimen-
zi6szamhoz tartoznak a legnagyobb értékek.

Egészében véve az eredmények arra utalnak, hogy a klaszterkonyokabra és az at-
lagos sziluettértékeket a klaszterszam fiiggvényében abrazold abra nagy segitséget
jelenthet az adatbazisok heterogenitasanak, valamint homogenitasinak megitélésé-
ben, illetve, hogy nagyobb dimenzidészamnal (amikor az elemzésben tobb valtozo
szerepel) kevésbé valdszinii, hogy a heterogén adatbdzisoknal a tényleges csoport-
szamtdl eltér a modszer eredményeként valasztott optimalis klaszterszam.

3. Kovetkeztetések

A klaszterelemzés soran az egyik kozponti kérdés, hogy mennyi klasztert lehet
megkiilonbdztetni az adatbazisban. A klaszterszam lehet szakmai szempontok miatt
kiils6leg adott, de gyakran kiilonb6z6 klasztervaliditasi indexek segitenek az optima-
lis klaszterszam kivalasztasaban. Tanulmanyunkban a sok lehetéség koziil a klasz-
terkonyok- és sziluettmddszereket hasonlitottuk dssze. Ezek meglehetésen gyakoriak
a klaszterelemzés dinamikusan fejlédé szakirodalmdban, amihez mi a
dimenzionalitds hatdsdnak kutatdsaval torekedtliink hozzdjérulni. Az elemzésiink
soran alkalmazott adatok is hasonlitanak korabbi tanulmanyokban szerepld adatbazi-
sokhoz. Egyik fontos eredményiink, hogy a vizsgalatunkban szerepl6é adatok eseté-
ben mindkét modszerrel egyarant jol felismerhetd, hogy homogén vagy heterogén
adatbazisrdl van-e sz6. Egy masik, a gyakorlati kutatdsok szdmdra lényeges ered-
mény arra utal, hogy az optimalis klaszterszdm a heterogén adatbazisoknal mindkét
moédszerrel hasonld értéki (a vizsgalt adatbazisokban), és minddssze alacsonyabb
dimenziészamnal fordul eld kismértéki eltérés.
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A tanulmany eredményeinek értelmezése sordn természetesen figyelembe kell
venni, hogy a klaszterelemzési algoritmusok sajatossagai miatt nem matematikailag
levezetett eredményekrdl van sz, igy az alkalmazott adatbazisok tulajdonsagai
nagymértékben befolyasoljak azokat. A témaval kapcsolatos tovabbi kutatdsokban
emiatt elsGsorban az elemzésben szereplé adatbazisok paramétereinek (méretének, a
valtozok eloszlasanak) valtoztatasaval érdemes foglalkozni.

Flggel ék

Az R program (R CORE TEAM [2018]: R: A language and enviromment for statistical
computing. R Foundation for Statistical Computing. Vienna. https://www.r-project.org/) alkalma-
zésaval lehetséges a tanulmanyban szerepld szimulalt adatokhoz hasonlok eldallitasa, valamint a
legtavolabbi szomszéd és az euklideszi tdvolsag mddszerével végzett hierarchikus klaszterelemzés
sordn kialakithato klaszterek elhelyezkedésének szemléltetése.

A homogén adatbazisban kialakithato klaszterekhez tartozo illusztracio:
X1=rnorm(1000,mean=0,sd=1)

X2=rnorm(1000,mean=0,sd=1)

datal=data.frame(scale(X1),scale(X2))
clustl=hclust(dist(datal,method="euclidean”),method="complete”)

for (i in 1:22) {plot(X1,X2,col=cutree(clustl k=i+1))}

A heterogén adatbazisban kialakithato klaszterekhez tartozo illusztracio:
Xla=rnorm(1000,mean=0,sd=1)

X2a=rnorm(1000,mean=0,sd=1)

X1b=rnorm(1000,mean=3.5,sd=1)
X2b=rnorm(1000,mean=3.5,sd=1)

Xlc=rnorm(1000,mean=7,sd=1)

X2c=rnorm(1000,mean=7,sd=1)

X1=c(X1a,X1b,X1c)

X2=c(X2a,X2b,X2c)

datal=data.frame(scale(X1),scale(X2))
clustl=hclust(dist(datal,method="euclidean”),method="complete”)
for (i in 1:22) {plot(X1,X2,col=cutree(clustl k=i+1))}
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Summary

Clustering is a widespread and very popular data analysis method. Although the lack of math-
ematical assumptions makes cluster analysis applicable in numerous databases, the ,,goodness” of
clustering can also have several aspects. Among ,,goodness” related questions, this paper focuses
on the determination of the optimal number of clusters, and on the consistency of the methods for
cluster number selection. The author uses the frequently applied cluster elbow method and the
silhouette method for the analysis of homogeneous and heterogeneous databases. The empirical
results suggest that both methods highlight the difference between homogeneous and heterogene-
ous databases: in the heterogeneous database, the optimal number of clusters can be identified more
clearly, on which the number of dimensions (variables) has only limited effect. Overall, the paper
indicate that both methods can be applied to explore the heterogeneity of a database, and the opti-
mal numbers of clusters identified by these methods are similar.
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