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A nemlinearis regresszids €s trendfiiggvények illesztésekor szamos esetben al-
adatokra egy alkalmas transzformaciot alkalmazva, paramétereinket linearis 0ssze-
fliggésbdl kell meghatdrozni, amelynek normdl egyenletrendszerét mar kénnyedén,
akar zsebszdmologép hasznalataval is meg tudjuk oldani.

A probléma ismert a szakirodalomban, azonban a szerzok, kivaltképp a tankony-
vek szerzdi nem forditanak kell6 figyelmet arra, hogy a linearizalasbol adodo torzitas
milyen mértékii és iranyu, hanem tobbnyire megelégszenek azzal a megallapitassal,
hogy a torzitas mértéke altalaban olyan, hogy az Osszefliggés a gyakorlat szamara
még hasznélhatd (példaul Hunyadi—Vita [2004]). A tapasztalat azt mutatja, hogy
ezek az eltérések exponencidlis vagy hatvanyfliggvények illesztése esetén valoban
nem mindig jelentdsek, de példaul hiperbolikus fiiggvény illesztésekor nagysagrendi-
leg nagyobb eltéréseket is tapasztalhatunk, s6t ismeretes, hogy bonyolultabb fiiggvé-
nyek (példaul a logisztikus fliggvény) esetében ezek a torzitdsok gyakran hasznalha-
tatlanna teszik a linearizalassal kapott eredményeket. Az eltérések adatainktol fliggd-
en egyazon fliggvénytipus esetén is eltéroek lehetnek.

Ennek a tanulméanynak az a célja, hogy az emlitett transzformaciokbol adodo tor-
zitdsokat elemezze, és ezaltal is felhivja a figyelmet azokra a problémakra, melyek
felett kivaltképp a tapasztalatlan alkalmazok hajlamosak atsiklani. Ennek megfeleld-
en a kérdés felvetése utan el6szor egy egyszerlsitett feladaton, a két, illetve tobb
megfigyelés (szamérték) legkisebb négyzetekkel kaphato kozepének meghatirozasa-
kor mutatjuk be az oda-vissza alkalmazott transzformacidk tulajdonsagait, majd a
nemlinedris gorbeillesztés néhdny gyakori esetét vizsgaljuk meg. A tanulmanyt a ko-
vetkeztetések 0sszefoglalasa, a felhasznalok szamara megfogalmazott javaslatok, va-
lamint a megvalaszolatlanul maradt kérdések zarjak.
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1. A legkisebb négyzetek modszerének tulajdonsagai
az adatok transzformacioja esetén

Amennyiben nemlinedris regresszios fliggvényt illesztiink, gyakran transzformal-
juk a fliggd vagy a fliggetlen valtozot. Az alapoétlet elsé pillantasra helyesnek tiinik,
hiszen tokéletesen illeszkedo fliggvények esetén az oda-vissza transzformacié (ha 1é-
tezik) helyben hagyja a fiiggvényt. Ha példaul egy pontosan hiperbolikus fliggvény
szerint alakuld adatsorra akarunk fiiggvényt illeszteni, akkor a fliggd valtozé recip-
rokara illesztve a lineéris fiiggvényt, majd ennek a linedris fliggvénynek a reciprokat
véve megkapjuk az eredeti adatokra illeszkedd hiperbolikus fliggvényt.

Ez a gondolat annyira egyszer(i, hogy nem is érdemes tovabb magyarazni. A
probléma ott kezdddik, amikor az illeszkedés nem tokéletes, hiszen akkor az ered-
mények korantsem lesznek ilyen trividlisak. Annak érdekében, hogy a problémat
érthetéen megvilagitsuk, el6szor egy egyszerlibb feladatot fogalmazunk és oldunk
meg: azt vizsgaljuk meg, hogy két adat M, illetve m kozott keresve a legkisebb
négyzetes eltérést teljesitd x értéket hogyan valtozik x értéke, ha az adatokat
transzformaljuk, majd a transzformalt adatokra kapott értéket az inverz transzfor-
maciéval visszatranszformaljuk. Az el6z6k alapjan nyilvanvalo, hogy amennyiben
M =m, akkor x is egyenld lesz veliik, mas esetekben azonban nem ez a helyzet.
Az itt kovetkezo kis elemzés eldtanulmanynak is tekinthetd a gorbeillesztés felada-
tahoz, ugyanakkor 6nalloan is érdekes, mivel ramutat egyes statisztikai atlagok tu-
lajdonsagaira.

1.1. Alapeset (nincs transzformacio)
Két érték, M és m (M # m ) kozott keresilink egy olyan x értéket, amelyre
. 2 2 .
f (x):(M—x) +(m—x) — min . /1/

A fliggvény lathatéan felfelé nyilé parabola, ott lesz minimalis, ahol f ’(x) =0.
Mivel f’(x) = —2(M - x) - 2(m - x) =0, ezt atrendezve

M+m

M—-x+m—x=0,majd Xx=

kaphatd, tehat a négyzetes eltérés akkor lesz a legkisebb, ha x a két érték szamtani
kozepe. Az eredmény altalanosan ismert alapdsszefiiggés, és tobb adat esetén is igaz.
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1.2. A linearis transzformacio esete

Legyen /(x)=a+b-x lineéris transzformécio. Ekkor [(M) és I(m) értékek kozott
keressiink egy olyan y értéket, amelyre

f(y):(l(M)—J/)er(l(m)—y)z—>min, 12/

visszakapjuk-e az alapesetben meghatarozott x értéket.
Ekkor f(y)=(a+b-M —y)2 +(a+b-m —y)2 , ami ott lesz minimalis, ahol
f'(»)=0. Ekkor az

f'(v)==2(a+b-M-y)-2(a+b-m-y)=0

egyenlet megoldasat keressiik, amire azt kapjuk, hogy

M+m

a+b-M—-y+a+b-m—y=0, majd y=a+b , végiil

1 M+m
(y)=—24-y=
(y) P 3

Ez azt jelenti, hogy a transzformalt adatokra meghatarozva a legkisebb négyze-
tes eltérést ado értéket, majd ezen értékre végrehajtva a transzformacid inverzét az
adatok szamtani atlagat kapjuk. Tehat transzformacioval meghatarozva y értékét,
valamint inverz transzformacioval x értékét az alapesetnek megfeleld x értéket kap-
juk.

1.3. A reciprokképzés esete

Legyenek adva a M és m értékek. Legyen a transzformdacié a reciprokképzes,
amelynek inverze dnmaga. Keressiik azt az y értéket, amelyre:

1 (1 2
f(y){ﬁ—yj +(;—y] — min /3/
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A szokasos modon ezuttal is az f '( y) =0 egyenletet kell megoldani:

1 1 YA 1 2
f'(y)=—2 — ) -2 —=) :O,y: ,azaz x=—= .
M m 2 y 1 +i

M m

Ez azt jelenti, hogy a transzformalt adatokra meghatarozva a legkisebb négyzetes
eltérést ado értéket, majd ezen értékre végrehajtva a transzformacio inverzét az ada-
tok harmonikus atlagat kapjuk. Ez azzal a kvetkezménnyel jar, hogy az igy kapott x
érték nem egyezik meg az alapesetben meghatarozott szamtani atlaggal, hanem annal
kisebb. Tehat a transzformalt adatokra meghatarozva a legkisebb négyzetek elvét tel-
jesité y értéket, majd azt az inverz transzformacidval visszaalakitva, az eredeti ada-
tok kozott a legkisebb négyzetek elvét teljesitdé szamtani atlagnal kisebb értéket, a
harmonikus atlagot kapjuk eredményként.

1.4. A logaritmusképzés esete

Ismét legyen adva M és m és legyen a transzformacio a természetes alapt loga-
ritmus, melynek inverze: ¢*. Keressiik azt az y értéket, amelyre:

f(y)=(lnM—y)ZJr(lnm—y)2 — min . /4/
Tudjuk, ez akkor teljesiil, ha f'(y) = —2(lnM —y) - 2(lnm —y) =0, ahonnan

InM+Inm

,majd x=e¢’ =e 2 =+/M-m adodik.

_ InM +1nm

2
Ekkor tehat a transzformalt (logaritmizalt) adatokra meghatarozva a legkisebb
négyzetek elvét teljesitd y értéket, majd azt az inverz transzformacioval visszatransz-
formalva, az eredeti adatok kozott a legkisebb négyzetek elvét teljesitdé szamtani at-
lagnal kisebb értéket, a mértani atlagot kapjuk

1.5. A négyzetgyokvonas esete

Legyen adva tovabbra is M €s m, és a transzformacié a négyzetgyokvonas, mely-
nek inverze a négyzetre emelés. Keressiik azt az y értéket, amelyre:

f(y)z(W—y)2+(\/E—y)2—>min. /5/
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Tudjuk, ez akkor teljesiil, ha f’(y) = —Z(W - y) - 2(@ - y) =0, azaz

\/ﬁ+\/% » M+m+2yM -m

N NP és x=
Y > y 2

Az igy kapott (visszatranszformalt) x érték nem az adatok szamtani atlaga, mert:
x_M+m+2\/M-m <M+m
- 4 T2

, hiszen M+m+2\/M-m£2(M+m) és

VM -m < 5 a szdmtani és mértani atlag kozotti ismert relaciobol adodoan.

Lathatjuk, hogy a transzformalt adatokra meghatarozva a legkisebb négyzetek elvét
teljesito y értéket, majd azt az inverz transzformacioval visszatranszformalva, egy a
szamtani atlagnal kisebb x értéket kapunk. Vagyis a visszatranszformalt érték nem
teljesiti a legkisebb négyzetek elvét az eredeti adatok kdzott, hanem annal kisebb.

1.6. A négyzetre emelés esete

Legyen adva M és m, és legyen a transzformacié most a négyzetre emelés, mely-
nek inverze a négyzetgyokvonas. Keressiik azt az y értéket, amelyre:

f(y)=(M2—y)2+(m2—y)2—>min. /6/
Tudjuk, ez akkor teljesiil, ha f’(y) =-2 (M2 - y) - Z(m2 - y) =0, azaz

M? +m? M?* +m?
y:—’xz\/7= —_—

2 2

Az igy kapott (visszatranszformalt) x érték nem az adatok szamtani atlaga, hanem

annal nagyobb, mert:
12 2
M=+ m 2M+m,hiszen
2 2

2 2 2 2 2 2
M;m 2M +m IZMméS M;m SMom =M ,
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ami igaz az M? és m? szamtani és mértani atlaga kozotti ismert nagysagrendi ssze-
fliggés alapjan. Ekkor tehat a transzformalt adatokra meghatarozva a legkisebb négy-
zetek elvét teljesitd y értéket, majd azt az inverz transzformacidval visszatranszfor-
malva, egy a szamtani atlagnal nagyobb x értéket kapunk. Vagyis a visszatranszfor-
malt érték nem teljesiti a legkisebb négyzetek elvét az eredeti adatok kozott, hanem
annal nagyobb.

1.7. Altalanos eset

Legyen g(x) egy a vizsgalt intervallumon monoton, folytonos és igy invertalha-
to fiiggvény. Ekkor a g(M ) és g(m) értékek kozott keresiink egy olyan y értéket,
amelyre

f(y)=(g(M)—y)2+(g(m)—y)2 5 min. 17/
f(y) ott lesz minimalis, ahol f’(y) = —2(g(M)—y)—2(g(m)—y) =0. Ekkor

_l{gwwg(m)}

_g(M)+g(m)
I : 2

: x=g"'(y)=¢

_ M+m
Ha g”'(y)=

meghatarozasa és a g fliggvény altal meghatarozott transzformaci6 alkalmazasi sor-
rendje felcserélhet6. Ehhez a kdvetkezo 6sszefiiggés kell, hogy teljesiiljon:

, akkor a legkisebb négyzetek elvének megfeleld x érték

g_l(g(M)+g(m)j:M+m
2 2

Az el6z0 0sszefiiggés pedig csak akkor teljesiil, ha g inverze €s igy g is linearis.

Osszegezve megallapithato, hogy ha adatainkat transzformaljuk, csak a linearis
transzformacid hagyja valtozatlanul a két érték kozotti legkisebb négyzetek elvét tel-
jesito értéket, azaz a szamtani atlagot. Mivel a levezetések tobb adat esetén is ugyan-
ugy végigvihetok, megallapithatjuk, hogy a transzformalt adatok varhat6 értékét
meghatarozva majd ezt az értéket az inverz transzformacidval visszatranszformalva,
csak linearis transzformacio esetén kapjuk meg az eredeti adatok varhat6 értékét.

Az eddig elmondottakhoz még egy megjegyzést kell flizniink. Tudjuk, hogy ha g
monoton, folytonos (nem linearis) fiiggvény és f folytonos, akkor amennyiben f-nek
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létezik minimum helye, akkor g( f ) Osszetett fliggvénynek is 1étezik, és ez a két
minimumhely egybeesik. Azonban esetiinkben ezt a tulajdonsdgot nem alkalmazhat-
juk, hiszen mi a kovetkezd tipusu fliiggvényeket akarjuk minimalizalni:

— az eredeti adatokra

=

F(a,b)zl (yi—f(xl.))2 — min,

1

— a transzformalt adatokra

G(a,b)z'

n
i=

(g(yi )- g(f(x,»)))2 — min.

Itt G# g(F ) és pontosan azt mutattuk meg az el6z6 levezetésekben, hogy ez a
minimum eltolodik a transzformdacidk hatasara.

Korédbban lattuk, hogy ha adataink illeszkednek, példaul egy hiperbolikus fiigg-
vényre ¢és azokat linearizaljuk, valamint a linearizalt adatokra linearis fiiggvényt il-
lesztiink, majd ezt az inverz transzformdacioval visszaalakitjuk, akkor visszakapjuk a
kiindulasi fliggvényt. Vagyis a transzformacié nem torzitja az eredményt. Ennek oka,
hogy tokéletes illeszkedés esetén ezt a gondolatmenetet kovetve olyan esettel allunk
szemben, ahol M =m , €s igy ekkor x értéke is illeszkedik M =m értékre. Feladata-
inkban ilyen idedlis eset nincs is, mert ekkor transzformaci6 nélkiil is meg tudnank
talalni a fiiggvényt, illetve a paraméterek értékét. Viszont ha az adatok nem illesz-
kednek pontosan az eredeti vagy a transzformalt fliggvényre, akkor a transzformacio
eltérit minket a legjobban illeszked6 fiiggvénytol.

A kétszeres transzformacid természetesen nem biztositja automatikusan azt, hogy
a kiindulo és a transzformaciok utan kapott értékek azonosak lesznek. Egy egyszerii
példat emlitve illeszkedjenek az eredeti adatparok egy egyenesre. A transzformacio
legyen a reciprok képzése, és a transzformalt adatokra (amelyek nyilvan nem illesz-
kednek tokéletesen egy egyenesre) illessziink linedris fiiggvényt, majd a transzfor-
malt adatokra kapott linearis fliggvényt és annak értékeit alakitsuk vissza az inverz
transzformacioval. Az igy kapott visszatranszformalt adatok nyilvanvaléan nem
egyeznek az eredetiekkel.

2. A hibatagok valtozasa a transzformacioé hatasara
Vizsgaljuk meg a tovabbiakban, hogy milyen mennyiségi Osszefiiggés van az

eredeti fliggvényre illesztett nemlinedris regresszids vagy trendfiiggvény hibatagjai
és a linearizalt fliggvény hibatagjai kozott. Bevezetdiil meg kivanjuk jegyezni, hogy
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a transzformdacié mindig az y fliggvényértékekre vonatkozik, illetve, hogy mindig
additiv hibatagrol fogunk beszélni. Az eredeti fliggvény hibatagjat az i-edik adat ese-
tén ¢, , a transzformdlt fiiggvény esetén ugyanezt J, jeloli.

Az itt kdvetkez6 elemzésekben meghatarozzuk néhany alapvetd nemlinearis eset-
re a hibatagok négyzetdsszegét és keressiik ezen 6sszegek minimumbhelyeit. Megmu-
tatjuk, hogy ezen minimumhelyek az adattranszformacié alkalmazasaval végzett
megolddsokban és az eredeti adatokra vizsgalva nem esnek egybe. Egyben azt is
igyekszlink megmutatni, hogy mi a viszony a kétféle hibatag kozott.

2.1. A hibatagok viszonya exponencialis fiiggvény esetén

Ebben az esetben az illesztett fiiggvény y =a-e™ alaki, a transzformacio pedig,
amivel ez linearizalhato, a természetes alapu logaritmus. Megjegyezziik, hogy leg-
gyakrabban az @ >0, b >0 esettel talalkozunk, igy példankban is ilyet mutattunk be.

Természetesen az itteni elemzés kiterjeszthetd a fiiggvény mas parametrizalasara
is. Az eredeti adatokra, illetve az exponencialis fliggvényre vonatkozo6 additiv hiba-
tag legyen ¢, a transzformalt adatokra lineéris fliggvényt illesztiink és az itt szerepld
additiv hibatag legyen 9.

Az a és b paraméterek valtoztatasaval eredeti célunk a 2812 — min meghataroza-

sa. Ennek egyik ttja volt az adatok transzformalasa és 265 — min meghatarozasa.

A kovetkezOkben bemutatjuk, hogy ez a két minimum nem esik egybe, és meghata-
rozzuk, hogy mekkora az eltérés az ¢ és  értékek kozott. Legyen az eredeti adatokra

illesztend fiiggvény alakja y; =g +¢; , amibdl azonnal kaphaté az

y,—¢€ =a- " forma. A transzformalt adatokra illesztett linearis fiiggvény:

Iny;-8 _ Vi _ a-e
&

Iny, =Ina+b-x; +9,, ahonnan Iny; -95,=lna+b-x;, ,és e b

A két utobb kapott alak dsszevetése és némi atalakitas utdn a kovetkezd adodik:

. 1 . —g, 1 s ; .
Yi—gy =2y =2 SZ'T=e8’=(1—ij és innen
Vi

i

g
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X—>0 X

N o s T ,
Mivel lim (l ——j =e ! ezért nagy v; és kicsi g;, tehat jo kozelités esetén eb-

Vi

&j

bdl kovetkezik, hogy In l—yL ~—1 , ami miatt

2t
€.

l

5, ~ 5L azaz €, ~ 1,5 8/

i i*
Vi
Lathato, hogsti2 és 2312 minimuma nem feltétleniil egyezik meg. Pontosab-
g2
ban, mivel 2_12 R 25,- és mi 2512 — minimumat hatarozzuk meg, ezért az ez-
i
g2
zel egyenld —lz Osszegben a nagy y értékekhez tartozd, €, hibak kisebb sullyal
i
szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy a transzformacidval kapott regresszids fliggvényiink
nagy y értékekre nem lesz annyira pontos, vagyis a transzformacidval valéban nem
kapjuk meg a legjobban illeszkedd exponencialis fiiggvényt. A legjobban illeszkedd
fliggvény meghatarozasahoz a 2812 — minimumot kellett volna meghatarozni, ami
viszont analitikusan nem kezelheté normalegyenlet-rendszerhez vezet.
Alakitsuk most vissza regresszids fliggvénylink transzformalt alakjat hibataggal

egyltt:

Iny, =lna+b-x; +9;,

P
b-x; d; b-x;

=a-e e =a-e | 1+ —|.
’ ( wJ

5; Lo
Ekkor az lathatd, hogy az el6z0 felirds esetén €' =1+ % jeloléssel P azt mu-

tatja meg, hogy hany szazalék az eltérés az eredeti és szamitott y; érték kozott, és mi

ezt minimalizaljuk. Ez akar egy kritériuma is lehet a fliggvényillesztésnek (az eltérés
szazalékos Osszegének a minimalizalasa), de jol lathato, hogy ez nem felel meg a
legkisebb négyzetek elvének.

Nézziik meg, hogy ez az eredmény hogyan lathat6 a kdvetkez6 fiktiv adatsoron:
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1. példa

Legyen adva az alabbi 4 adatpar

Eredeti adatok Transzformalt adatok
In (1 - 8—’]
X, 5, y; szamitott e Iny, Iny, 5, Vi
(transzformacio) szamitott
0 2,0 1,379 0,621 0,693 0,321 0,372 -0,372
1 1,7 3,179 -1,479 0,531 1,156 -0,626 0,626
2 8,4 7,327 1,073 2,128 1,992 0,137 -0,137
3 19,0 16,889 2,111 2,944 2,827 0,118 -0,118

Ezen adatokat transzformalva €s a transzformalt adatokra alkalmazva a legkisebb
négyzetek elvét (linearis fliggvényt illesztve), majd a paramétereket visszatranszfor-
malva a =1,379, illetve b=0,8351 értekeket kapunk, azaz a legjobb fiiggvénynek a

linearizalas modszerével az y =1,379- OB fiiggvény bizonyult. Ezen paraméte-

rekkel kiszamitva a fiiggvényértékeket, az el6z6 ¢;, o, értékeket kapjuk, amelyek

kozott megfigyelhetjiik a levezetett Osszefliggést, miszerint g, = .0, , illetve

-9, = ln(l —ij. Ha ezutén az y,; adatokra gy illesztiink legjobban illeszkedd ex-
Vi

ponencialis fliggvényt, hogy nem végezziik el a linearizal6 transzformaciot, hanem
az eredeti forma maradékainak négyzetosszegét minimalizaljuk (numerikus kozeli-

téssel, iteracioval), akkor a legjobban kozelité fiiggvénynek az y = 1,233 ™71
fliggvény bizonyul.
Az illeszkedések Osszehasonlitdsa érdekében kiszadmitottuk az
A N\2
I’ =1—Z(y"—y")2 korrelacios indexet mind az iteraciéval meghatarozott fligg-

Z(J’i _J_/)

vényre, mind a transzformacioval meghatarozott fliggvényre. Ekkor azt kaptuk, hogy:

0,8351x

— transzformacio esetén: y =1,379-e 1% =0,9584 ,

0,914x

— iteraci6 esetén: y=1,233-¢ 17 =0,9846.

Természetesen 1> értékeibdl is latszik, hogy a transzformalt adatokra alkalmazva
a legkisebb négyzetek elvét, majd az inverz transzformacioval visszatranszformalva
a paramétereket nem a legjobb regresszios fliggvényt kapjuk.

Statisztikai Szemle, 84. évfolyam 3. szdm



294 Téth Zoltan

1. abra. A transzformdcioval, illetve iteracioval meghatdarozott exponencialis fiiggvények

20

15 4 X
—— iterdcio

Az 1. abran is lathatok a levezetett 0sszefiiggések, miszerint a transzformacioval
meghatarozott fliggvény ,kisebb sullyal figyel” a nagyobb fiiggvényértékek esetén
elkovetett hibakra. Megjegyzendd, hogy a hatvanyfiiggvény esetén hasonlé nagysag-
rendi eltérést kapunk a transzformacio hatasara.

Az itt targyalt exponencialis fiiggvény egyik specialis esete az a konkav fiiggvény,

amelyet leggyakrabban az y = A(l - aebx) , (b < O) alakban szoktunk specifikalni, és

amelyet egyszeri telitddési folyamatok leirdsara hasznalhatunk. Az eddigiek alapjan
aligha meglepd az az allitds, miszerint a transzformalt alakra alkalmazott legkisebb
négyzetes illesztés ez esetben is mas eredményt ad, mint az eredeti formara iteracios
uton készitett becslés.

Az eltéréseket illetéen konnyen belathatd, hogy a /8/-ban szerepld 9, = Ei sssze-
Vi

&

fiiggést ez esetben a J, =

valtja fel, és a paraméterbecsléshez ennek négyzet-

Osszegét kell minimalizalni. Ennek kovetkezménye az, hogy a négyzetdsszegben a
kis y, értékekhez tartoz6 e; hibak szerepelnek kisebb stllyal. Ez pedig azt jelenti,
hogy a transzformacioval kapott fiiggvényiink a kis y értékekre lesz kevéssé pontos.
Emlékeztetiink arra, hogy az eredetileg felirt (konvex) exponencialis fliggvény eseté-
ben ez forditva volt. Ennek az eltéré eredménynek az egyszerii intuitiv magyarazata
az, hogy a telitédési szinthez kozeledve egyre kisebb mozgastere van az illesztett
gorbének; egyre inkabb, egyre kisebb ingadozasokkal simul a telitddési szinthez.
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2.2. A hibatagok viszonya hiperbolikus regresszios fiiggvény esetén

Ebben az esetben az illesztett fliggvény alakja: ) = —b’ a transzformacio a
a+b-x

reciprokképzés, amelynek az inverze is a reciprokképzés lesz. Az eredeti adatokra és
a hiperbolikus fiiggvényre vonatkozo additiv hibatag legyen ¢, a transzformalt ada-
tokra linedris fliggvényt illesztiink és az itt szerepld additiv hibatag legyen o .

Az a és b paraméterek valtoztatasaval eredeti célunk a ZS? — min meghataro-

zéasa. Ennek egyik tutja volt az adatok transzformalasa és 25,2 — min meghatiroza-

sa. A kovetkezOkben bemutatjuk, hogy ez a két minimum nem esik egybe és megha-
tarozzuk, hogy mekkora az eltérés az € és o értékek kozott.

Az eredeti adatokra illesztett fliggvény y, = _
a+b-x

i

+¢,, amit atalakitva

1
Vi~ &

=a+b-x 19/

kaphato. A transzformalt alakbol L a+b-x;+9,;, majd
Vi

LIPS /L 10/

1 1-y,-9,
S/ A = yz':yz'_si_yz‘z'éi+yz"8i'8i»
Yi— 81' Vi
amit atrendezve az €, =9, - yi2 (i—lj egyenlOdséghez jutunk. Ekkor, ha & kicsi,
Yi Vi
€.
vagyis jo kozelités esetén — -1~ -1 ,1igy €, = =9, - y,-2 azaz
Vi
YelaY sl yt 11/
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A korabbiakhoz hasonloan itt is lathatd, hogy 28,2 és Y5, minimuma nem fel-
2

e . B} , .. , . g 2, .
tétleniil egyezik meg (s6t az egyezésnek kicsi az esélye), mivel 2—4 ~>.0; és mi
i
2

E.
L 7 7 7 r I ..
357 — minimumat hatirozzuk meg, ezért az ezzel egyenlé 2, —; Osszegben a nagy

i
y értékekhez tartoz6 €; hibdk kisebb stllyal szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy a
transzformacioval kapott regresszios fliggvényiink nagy y értékekre még kevésbé
lesz pontos, mint exponencialis fiiggvény esetén, vagyis a transzformacioval tovabb-
ra sem kapjuk meg a legjobban illeszkedd hiperbolikus fliggvényt. A legjobban il-
leszkedd fiiggvény meghatarozasahoz a 2812 — minimumot kellett volna meghata-
rozni. Nézziik meg, hogyan lathatok az eredmények egy egyszerii szampéldan.

2. példa

Tegyiik fel, hogy az eredeti adatok koriilbeliil 10-20 szazalékos hibaval illeszked-
nek a normal hiperbolara

Eredeti adatok Transzformalt adatok
2| &
8 -yi|—-1
Vi 1)y, szi- [ i
: : : 1/y, : 3,
g Ji szamitott & / Yi mitott i
0,1 12 2,5 9,5 0,083 0,4 -0,317 9,5
1 0,8 1,11 -0,31 1,25 0,902 0,349 -0,31
10 0,17 0,169 0,001 5,882 5,915 -0,033 0,001

Az értékeket transzformalva és a transzformalt adatokra alkalmazva a legkisebb
négyzetek elvét a=0,3445, illetve b=0,557 értékeket kapunk, azaz a legjobb
1
figgvénynek a linearizalas modszerével az ) = fliggvény bizo-
seveny 03445 40,557 ¢ | SEVNY
nyul. Az ezen paraméterekkel kiszamitott fliggvényértékeket és a hozzajuk tartozo

g;, 0;értékeket a 2. példa tartalmazza, amelyek kozott megfigyelhetjiik a levezetett

Osszefiiggéseket, miszerint

€.
g, =08, -y . illetve & =8i-yf-(—l—1j.

i
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Ha ezutan az eredeti y, adatokra iteracios modon illesztiink legjobban illeszkedd
hiperbolikus fiiggvényt az Excel-program segitségével, akkor a legjobban kozelitd
1
figgvénynek az ¥ = ——— fliggvény bizonyul.
seveny Y —0,045+1,28-x seveny e

Az 1. példadhoz hasonldan itt is kiszamitottuk a korrelacids indexet mind az itera-
cioval, mind pedig a transzformacioval meghatarozott fiiggvényre:

— transzformadcio esetén: y = ! I =-0,02,
0,3445+0,557 - x
. . 1
— iteracio esetén; y=————— 1% = 0,9999 .
—0,045+1,28-x

Annak felismerését, hogy nagy baj lehet az adatok transzformacidjaval torténd
regresszios fiiggvényillesztéssel egy, a 2. példahoz hasonlé feladat sugallta. Itt /2 ér-
téke negativ, ami azt jelenti, hogy a transzformacioval meghatarozott regresszios
fiiggvényiink rosszabb kozelité fliggvénye adatainknak, mint az y konstans fligg-
vény. Ez alapjan mar varhat6 volt, hogy a transzformacioval meghatarozott regresz-
szios fliggvény ilyen esetben jelentsen eltér a legjobban illeszkedd regresszids
fliggvénytdl. Lehet olyan adatokat talalni, ahol hasonld eredményt kapunk exponen-
cialis fliggvény illesztése esetén is.

2. dabra. A transzformacioval, illetve iterdciéval meghatdrozott hiperbolikus fiiggvények

X adatok
iteracio

-- transzformacio
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Az I” értéke alapjan nyilvanvalo, hogy kozelitéleg sem kaptuk meg eredményként
a legjobb hiperbolikus regresszids fiiggvényt. Az iteraciés mddszerrel pedig meg is
hataroztuk a legjobb hiperbolikus kozelitd fliggvényt. A 2. példabdl az is latszik,
hogy bar a 9, értékek tiirhetéek, a nagy eredeti y érték esetén az g; =9,5 tehat na-
gyon nagy, ahogy az el6z6 levezetés alapjan vartuk, hiszen |£| z|8| y? . Ezek az
eredmények lathatok a 2. abran.

2.3. A hibatagok viszonya logisztikus regresszios fiiggvény esetén

Ebben az esetben az illesztett fliggvény ) = alaku, az y érték transz-

l+a-e"
formacioja pedig Osszetett : 4-val valo osztds — reciprok — —1 — logaritmizalas.
Az eredeti és transzformalt adatokra vonatkozé hibatagok jeldlése ugyanaz mint

eddig, és eredeti célunk itt is a Zsf — min meghatarozasa. Ehelyett transzformaljuk

az adatokat és a transzformacié utani additiv hibatagot minimalizaljuk, 2612 — min.

A kovetkezékben itt is bemutatjuk, hogy ez a két minimum nem esik egybe és meg-
hatarozzuk, hogy mekkora az eltérés az ¢ és o értékek kozott.

A
Az eredeti adatokra illesztett fliggvény J; =1—th_ +¢€; | atalakitva
+a-e

A _
—l=a-&" 12/
Vi —§

Az adatok transzformacidja és a transzformalt adatokra illesztett linearis fligg-

A A Y
vény leirasa az alabbi: hl[——lj=1na+b')9 +0, ezt atalakitva ——l=a-e i
i Yi
majd
A 1 -
[——lj-7=a-eb ’ /13/
Yi e’

adodik. A /12/ és /13/ egyenldségekbol

A (A
YVi—¢&; Yi e’
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amit atrendezve

A-y +g _A-y .
= 5. > majd innen

Vi~ & B y-e

65!__ _ A'gi
Vi i Ay ts,

Tovabb alakitva ezt

%(A—yi +8i)-(1—66i)=8i ésmivel & << A4 -y, ,ezért

Ol

i ~
(1 —ed

(& )2

A _A4Y 4
FICC 4

. 2, s\ . . . 2., . 2 , ..
Mivel &; és (l—e ’) minimuma egybeesik, ».0; itt is €; -k stlyozott osszege

~
~

%(A - )j . (1 —e% ), ahonnan
)2

és a sulyok lathatéan a szdgletes zardjelben levo lefelé nyild parabola értékeinek
reciprokai. A legkisebb suly a nevezé maximumahoz tartozik, ami azt jelenti, hogy

az y; =§ értékhez tartozo €, hiba szerepel a legkisebb stillyal mig 0-hoz illetve A-

hoz kozeli y, értékek esetén az g; hiba nagyobb sullyal szerepel, ezért itt pontosabb
lesz a transzformacioval megalkotott regresszios fiiggvény. Ez azt is jelenti, hogy a

transzformacidval kapott regresszids fliggvényiink y, :g értékekre lesz leginkabb

pontatlan.

3. példa

Illessziink logisztikus regresszios fliggvényt az adatokra mind a transzforméacio
mind az iteracié modszerével. Legyen ebben a példaban A=100. (A példara vonatko-
706 adatok a kovetkezo tablazatban talalhatok.)
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Eredeti adatok Transzformalt adatok )
A, Ay LA
A A % 2 4

y; szamitott A In| —-1
X; Vi i €, In| —-1 ¥ 3, 5
(transzforméci6) Vi o (1_3 )

szamitott
0 3 4,407 -1,407 3,476 3,077 0,399 —1,427
1 20 13,949 6,051 1,386 1,820 -0,433 5,625
2 22 36,308 -14,310 1,265 0,562 0,704 -17,523
3 80 66,719 13,281 -1,386 -0,696 -0,691 7,981
4 95 87,577 7,423 -2,944 —-1,953 -0,991 2,988
5 90 96,123 -6,123 -2,197 -3,211 1,013 —-15,791

A kiindulasi értékekre alkalmazva a leirt transzformaciot és a transzformalt ada-
tokra lineéris fliggvényt illesztve a =21,693, illetve b =-1,258 értékeket kaptunk,

azaz a linearizalas modszerével adatainkra a legjobb logisztikus fliiggvénynek az
100
y= T1258x
1+21,693-¢
16 fiiggvényre vonatkozd szamitott fliggvényértékek €s a hozzajuk tartozé additiv hi-
batagok szintén a tablazatban taladlhatok. Azonban a kétszeres elhanyagolas miatt az

2

fliggvény bizonyult. Az adott paraméterértékeknek megfele-

2 2
8—’2 ~ Z(l e ) ~Y 5] Osszefiiggésben, az g, értékeket csak kevésbé
(4-;)
pontosan kovetik az (A - ) . (1 — ) értékek.

Ha ezutan az eredeti adatokra iteracios modszerrel illesztiink legjobban illeszkedd
100

1+139,66-¢ 2028

Mindkét fliggvény esetén kiszamitva a korrelacios indexet itt is érzékelhetd az eltérés:

logisztikus fliggvényt, akkor ez a kovetkezo lesz y =

100
1421,693-¢ 128~

— transzformacio esetén: y = 1> =0,939 s

100

17 =0,954 .
1+139,66- ¢ 2028~

— iteracio esetén: y =

A grafikonrodl lathatd, hogy jelentds eltérések vannak az iteracioval meghatarozott
legjobban kozelit €s a transzformacidval meghatarozott logisztikus fiiggvényeink
kozott. Az is lathatd a grafikonon, hogy a két kdzépso érték esetén kapjuk a legna-
gyobb ¢ értéket.
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3.abra. A transzformdcioval, illetve iteracioval meghatdrozott logisztikus fiiggvények

100

80
X y;adat
—— y; iteracios

6 - y; transzformacios

40

20

3. Kovetkeztetések és nyitott kérdések

A korabbiakban bemutattuk azt, hogy a tankdnyvek altal javasolt linearizalas az
esetek jo részében korantsem olyan artatlan, mint ahogy azt olykor sugalljak, hiszen
ez a modszer a gorbeillesztéskor nemritkan igencsak félrevezetd eredményeket ad.
Eredményeink nyilvanvaldan azt javasoljak, hogy a linearizalas helyett (vagy inkabb
mellett) hasznaljuk a nemlinearis legkisebb négyzetek modszerét, amely az eredeti
nemlinedris feladatot oldja meg numerikus kozelitéssel. Erre a gyorsan fejlédé sza-
mitastechnika egyre jobb lehetdségeket kinal.

Mint tudjuk, a gyakorlatilag barki szamara hozzaférhet6 Excel-programban lehe-
tdségiink van a Solver-segédprogrammal sz¢élséérték meghatarozasara feltételek mel-
lett és anélkiil. A segédprogram hasznélatakor meg kell adni, hogy melyik cella mi-
nimumat vagy maximumat keressiik, valamint a széls6érték tipusat, és jelezni kell,
hogy mely celldk iterativ valtoztatasa mellett torténjen a minimum meghatarozasa.
Amennyiben vannak feltételek azokat is kozolni kell.

Amikor regresszios fiiggvények paramétereit kutatjuk, akkor a célcella minimu-
mat keressiik és a célcella tartalma a kdvetkez6 képlet és annak értéke:

2 .
Z(yz -V szémitott) —>min.
A modosuld cellak a paramétereket tartalmazzak és feltételek megaddsa nem
sziikséges. Amikor jelen irasban iteracios paraméter keresésérdl beszéliink, mindig

erre a modszerre gondolunk.
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Az ezzel a modszerrel torténd regresszios fliggvény meghatarozasnal a paraméte-
reknek kezdeti értéket kell ugyan adni, de elvben barmely fiiggvénytipus esetén elké-
szithetd mechanikusan a paraméterek ¢és a fiiggvényértékek becslése. Amennyiben az
eljaras valdéban az abszolit minimumot eredményezi, a kapott paraméterek és fiigg-
vényértékek torzitatlanok lesznek. Ugyanakkor felmeriilhet az a kérdés, hogy a mod-
szer minden fiiggvénytipus és barmilyen kezdeti érték megadasa esetén is konver-
gens-e, ¢s ha igen a legkisebb négyzetekkel definialt fiiggvény abszolut minimumat
adja-e, vagy valamilyen lokalis minimumot talal. Ezért érdemes azt a kérdést is fel-
vetni, hogy bizonyos fiiggvénytipusok esetében lehet-e analitikusan megoldhato
normalegyenleteket szamolni. Végiill megemlitjiik, hogy amennyiben lehetéség van
ra, érdemes egy feladatot tobb kiilonbozo, feltehetéen eltéré megoldd algoritmusokat
hasznalo programcsomagok segitségével elvégezni. Az esetleg eltéré eredmények fi-
gyelmeztethetnek az emlitett hibakra.
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